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CONDICIONES DE SUFICIENCIA GLOBAL

m Necesitamos condiciones que aseguren que un candidato es la solucion.

» Tal como lo hicimos en el capitulo anterior.

m La logica sera la misma que en el capitulo 4:
» Revisaremos la funcion £.
> Revisaremos independientemente f y las restricciones g;.
> Y también tendremos un resultado con cuasiconcavidad.




CONDICIONES DE SUFICIENCIA GLOBAL

Teorema (Condiciones de suficiencia global)

Sean f,g; : R" = R, con j=1,...,m funciones con derivadas parciales continuas y sean
c1,...,cm NUmeros reales. Consideremos el problema

max X

xeR” f( )

sa. gi(x)<¢ Vje{l,...m}

con candidato (x*,Aj,...,A;;,) que cumple las condiciones de KKT. Definimos como antes el
lagrangiano con /\;.* fijado
m

L(x) = f(x) = ) A7 [gi(x) —¢]]

j=1

Entonces, si £(x) es concava, x* es solucion del problema.
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m Notar que si f es concava y g; es convexa para todo j, £ es concava.
» Esto, porque /\]’f no cambia la convexidad de g;.

» Ya que por KKT, A}* > (0 siempre.

m Mas aun, si la restriccion j no esta activa, /\]’.‘ =0.

» Y por lo tanto A}*gj =0, que es convexa.

m Asi, para utilizar el teorema basta con mirar f y las restricciones activas.
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Ejemplo (Condiciones de suficiencia global)

En el ejemplo de ver series y jugar videojuegos resolviamos el problema
méx In(v) +1In(s)
v,s€R 4
s.a. 0,1v+02s<8
10v + 5s < 350

Y obteniamos un anico candidato (v*,s*,A,A3) = (20 30, 225,%) ;Es esta la solucion?

En este caso ambas restricciones estan activas y son funciones convexas (son lineales). La
funcion objetivo es concava porque In es una funcion concava y la suma de funciones con-
cavas es concava. Con todo esto, el candidato encontrado es solucion.
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Teorema (Condiciones de suficiencia con cuasiconcavidad y convexidad)

Sean f,g; : R" — R, con j =1,...,m funciones con derivadas parciales continuas y sean
c1,...,cm NUMeros reales. Supongamos que el punto (x*,A],...,A;,) satisface las condicio-
nes de KKT para el problema

méax  f(x)

XY
sa. gi(x)<¢ Vje{l,...m}
Entonces x* resuelve el problema si
m x* no es un punto critico de f.
B f escuasiconcavay A]’.‘gj es cuasiconvexa para todo j.

s Ademas, la primera condicion puede obviarse si f es concava.
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m En este caso también ocurre lo mismo de antes.

m Si la condicion j no esta activa, A7 = 0.

» Y, por lo tanto A]*gj =0, que es cuasiconvexa.

m Asi, para utilizar el teorema basta con mirar f y las restricciones activas.
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Ejercicio (Condiciones de suficiencia global)

Verifique las condiciones de suficiencia global para el ejercicio de la firma que produce al
menos 30. Revise tanto el criterio de concavidad como el de cuasiconcavidad (Ayuda: Puede
apoyarse en un graficador para revisar los conjuntos de sobre/bajonivel.)
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Ejercicio (Condiciones de suficiencia global)

Verifique las condiciones de suficiencia global para el ejercicio de la montana. Revise tanto el
criterio de concavidad como el de cuasiconcavidad (Ayuda: Puede apoyarse en un graficador
para revisar los conjuntos de sobre/bajonivel.)
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Ejercicio (Condiciones de suficiencia global)

Verifique las condiciones de suficiencia global para el ejercicio de la silla de montar. Revise
tanto el criterio de concavidad como el de cuasiconcavidad (Ayuda: Puede apoyarse en un
graficador para revisar los conjuntos de sobre/bajonivel.)




CONDICIONES DE SUFICIENCIA LOCAL

m En este caso también podemos clasificar a los puntos como 6ptimos locales.

m Para ello debemos definir, como en el capitulo 4, la matriz H.

» Pero solo lo haremos con las restricciones activas.
> Luego, si son las primeras k activas, H es funcion de (x,Aq,...,Ag).




CONDICIONES DE SUFICIENCIA LOCAL

Teorema (Condiciones de suficiencia local)

Sean f,g; : R" — R, con j =1,...,m funciones con derivadas parciales continuas y sean
c1,...,cm NUmeros reales. Consideremos el problema

méax  f(x)

xeR"

sa. gi(x)<¢ Vjie{l,...m}

con candidato (x*,A},...,A;,) que cumple las condiciones de KKT. Supongamos que solo las
primeras k restricciones estan activas y sea H* la matriz H(x,A1,...,A;) evaluada en el can-
didato. Entonces, si para H*
m los Gltimos n — k menores principales dominantes alternan signo, y el Gltimo tiene el
signo de (—1)", x* es maximo local entre los puntos que cumplen las restricciones.

m los Gltimos n — k menores principales dominantes tienen el mismo signo de (—1), x*
es un minimo local entre los puntos que cumplen las restricciones.
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m ;Y qué pasa si no son las primeras restricciones las activas?
» iFacil! Reordenamos las restricciones para que las activas sean las primeras.

m O mejor, no movemos nada pero definimos H solo con las que estan activas.
» Lo importante es que no se incorporen restricciones inactivas.
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Ejemplo (Condiciones de suficiencia local)

En el ejemplo de la bandera resolviamos el problema
. 2., .2
n}},ayx Xty
sa. ¥ +4y2 <16

Para el cual teniamos 5 candidatos obtenidos por las condiciones de KKT. En orden (x,y,A)
estos eran: (0,0,0), (—4,0,1), (4,0,1), (0,2, }I> y (0,—2, i).Salvo el primero, todos estos pun-
tos tienen la restriccion activa y, por lo tanto, la matriz H es:

i 8x(vy)  &y(xy) 0 2x 8y
H(x’yl)\) - gx(x/]/) Exx ﬁxy = 2x 2 — 2)\ O
gy(xy)  Lyx i 8y 0 2-8A
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Ejemplo (Condiciones de suficiencia local)

En ese momento dijimos que los optimos eran (—4,0) y (4,0). Veamos qué pasa con los
demas. Para (O,Z,%) tenemos

0 0 16
H=]0 3 0
16 0 0

Y revisamos los Gltimos n — k =2 — 1 = 1 menores principales dominantes, es decir, solo
revisamos el determinante de H*. En este caso

D3 =detH* = —16° - %

Que tiene el mismo signo de (—1)! = —1, luego este punto es un minimo local entre los
puntos que cumplen la restriccion. En particular, no puede ser la solucion del problema.
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Ejemplo (Condiciones de suficiencia local)

Para (0,—2,}1) pasa algo similar

0 0 -16
A =0 3 0
~16 0 0

Seguimos revisando solo el determinante de H* (porque la cantidad de restricciones activas,
k, no ha cambiado). En este caso

~ 7
D; =detH* = —16%- 5

Que tiene el mismo signo de (—1)! = —1, luego este punto es un minimo local entre los
puntos que cumplen la restriccion. En particular, no puede ser la solucion del problema.




CONDICIONES DE SUFICIENCIA LOCAL

Ejemplo (Condiciones de suficiencia local)

Algo distinto pasa con los los puntos que si son optimos. En (4,0,1)

0 8 O
H=18 0 0
0 0 —6

Seguimos revisando solo el determinante de H* (porque la cantidad de restricciones activas,
k, no ha cambiado). En este caso

D3 =detH* = —8-(—48) =8-48

Que tiene el mismo signo de (—1)? =1, luego este punto es un maximo local entre los puntos
que cumplen la restriccion. Llegaremos a lo mismo con el punto (—4,0,1).
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Ejemplo (Condiciones de suficiencia local)

Finalmente, para el punto (0,0,0) la Gnica restriccion no esta activa, lo que equivale a decir
que (0,0) es un punto critico de f. Luego, la matriz H es solo la matriz Hessiana de f:

2 0
1Bl =

que es definida positiva y por lo tanto (0,0) es un minimo local de f, por lo que no puede
ser solucion del problema.

En resumen, de los 5 candidatos encontrados a través de las condiciones de KKT, solo dos de
ellos eran reales candidatos a solucionar el problema. Como por el teorema de Weierstrass el
maximo debe existir y ademas estas condiciones encuentran TODOS los posibles candidatos,
entonces debe ser cierto que alguna de las dos opciones es solucion. Lo que ocurre en este
caso es que ambos puntos solucionan el problema.
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Ejercicio (Condiciones de suficiencia local)

Compruebe las condiciones de suficiencia local para todos los ejercicios y ejemplos anterio-
res.



